\ MATHEMATIK-STAFFEL 2015
Losungen

Da die Summe von a und ¢ durch 4 teilbar und kleiner als 12 ist, muss diese Summe 4 oder
8 sein. Daher sind a und c entweder die Zahlen 1 und 3 oder die Zahlen 3 und 5. Eine der
Zahlen a und c ist also 3.

Da die Summe von b und ¢ durch 3 teilbar ist und b # ¢, kann ¢ nicht 3 sein. a muss 3 sein.

Nach dem Plattdriicken formen die beiden Rénder des Papierstreifens zwei Rechtecke. Wir
bezeichnen die Rechtecke, wie in der untenstehenden Abbildung angegeben, mit ABCD
und FFGH. Aulerdem weisen wir den Schnittpunkten von AB mit EH sowie AB mit
FG die Buchstaben P und @ zu.
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Da AB senkrecht auf EH steht, miissen die Langen der Strecken AP und EFP genauso
grof} sein, wie die Breite des Papierringes, also 1. AEP ist ein Dreieck mit einem rechten
Winkel bei P. Die Lénge der Strecke AFE betriigt also v/2. Da es sich bei unserem Achteck
um ein regelmiBiges Achteck handelt, besitzt auch jede weitere Aufienkante die Linge /2.
Da EFQP ein Rechteck ist, besitzt zusitzlich die Strecke PQ die Linge v/2.

Der Umfang des Rechtecks ABC'D ist zweimal die Lénge der Strecke AB plus zweimal die
Linge der Strecke BC'. Das ist genauso grof3, wie

21 +V2+1)+2v2 = 4V/2 + 4.

Dies entspricht dem Umfang des Papierringes.

Wir nennen den Abstand zwischen dem Haus von Anna und Julian und dem Punkt P z.
Die Zeit (in Minuten), die Anna benétigt, um das Cafe zu erreichen betrigt
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Die Zeit (in Minuten), die Julian benétigt, um das Cafe zu erreichen, betrégt

60 . 60
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Es muss gelten, dass —3x + 24 = 9z + 12, bzw. 12 = 12z. Alsoist x = 1 und —3z + 24 =
21 = 9z + 12 ist die gesuchte Antwort.

In dem Armband links unten kénnen wir eine der nummerierten gelben Perlen durch eine
blaue Perle ersetzen. Auf diese Weise konnen wir all jene Farbkombinationen mit 1 orangen,
2 blauen und 5 gelben Perlen finden, bei denen stets (mindestens) eine blaue Perle direkt
neben der orangen Perle hingt.
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Analog konnen wir alle Farbkombinationen mit 1 orangen, 2 blauen und 5 gelben Perlen
finden, bei denen stets eine oder mehrere gelbe Perlen zwischen der orangen Perle und der
néchsten blauen Perle héingen. Die moglichen Platzierungen der zweiten blauen Perle sind
in der obenstehenden Abbildung durch die nummerierten gelben Kugeln angedeutet. Die
Gesamtzahl der Farbkombinationen ist daher 6 +4 4+ 2 + 0 = 12.

(4—2z)=12x+3(4 —x) =92 + 12

Im Allgemeinen gilt folgendes fiir die Anzahl der verschiedenen Armbénder mit genau einer
orangen Perle. Wir definieren r als die Anzahl moglicher Reihenfolgen und s als die Anzahl
symmetrischer Reihenfolgen, in denen wir die iibrigen Perlen anordnen kénnen. Die Anzahl
der verschiedenen Armbénder mit genau einer orangen Perle lésst sich dann mit der Formel
+(r + s) berechnen. In unserem Fall ist r = 21 und s = 3 und es folgt 12 = 1(21 + 3). Die
3 symmetrischen Reihenfolgen korrespondieren mit den 3 symmetrischen Armbéandern, die
unten abgebildet sind.
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Mit nicht symmetrischen Armbéndern korrespondieren stets 2 sich spiegelnde Reihenfolgen.
Unter den 4 Armbéndern, die hierunter abgebildet sind, finden sich nur zwei verschiedene
Armbénder.
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Wir nehmen an, dass im Puzzle von Peter die Breite b mindestens genauso grof} ist, wie
die Hohe h.

Im oberen und unteren Rand liegen also insgesamt 2b Stiicke. Im linken und rechten Rand
liegen insgesamt 2h Stiicke. Die 4 Eckstiicke des Puzzles liegen stets auf zwei Randseiten.
Daher betragt die Gesamtzahl der Randstiicke 2b + 2h — 4.

Da Peters Puzzle insgesamt bh Stiicke besitzt, gilt

2b+2h —4 = %bh
Diese Gleichung léasst sich umformen zu
0=0bh—4b—4h +38

oder
(b—4)(h—4)=bh —4b—4h + 16 =8

Dab—4>h—4und h —4 > —4, folgt, dass h —4 =1 oder h — 4 = 2.

e Wenn h —4 =1, dann ist b — 4 = 8, also bh = 12 x 5 = 60.

e Wenn h —4 = 2, dann ist b — 4 = 4, also bh = 8 x 6 = 48.
Die Anzahl der Stiicke in Peters Puzzle betrégt daher 60 oder 48 und die Anzahl der Stiicke
in Maries Puzzle betrigt in Abhéngigkeit hiervon entweder 48 oder 60. Insgesamt gibt es
also 60 + 48 = 108 Puzzlestiicke.

Die Gleichung (b — 4)(h — 4) = 8 kann folgendermafien aufgefasst werden: Wenn wir bei
einem Rechteck, dass aus bx h kleinen Quadraten besteht, den Rand entfernen, so entfernen
wir 2b+2h—4 Quadrate und erhalten ein kleineres Rechteck mit (b—2) x (h—2) Quadraten.
Wenn wir bei diesem Rechteck erneut den Rand entfernen, so entfernen wir 2(b — 2) +
2(h —2) — 4 = 2b+ 2h — 12 Quadrate und erhalten ein Rechteck mit (b — 4) x (h — 4)
Quadraten. Die Anzahl der Quadrate dieses letzten Rechtecks muss genauso grof} sein, wie
die Differenz an Quadrate zwischen den beiden Randern. Also gilt

(b—4)(h—4) = (2b+2h — 4) — (2b+ 2h — 12) = 8
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Betrachtet man in der Zeichnung DC' als Grundseite und GP als Hohe im Dreieck CDP,
dann ist wegen |DC| = 2 der Wert des Fliacheninhaltes dieses Dreiecks gleich der Lénge
von GP (Flacheninhalt eines Dreiecks). Nun ist |GP| = |GF| — |PF|. Sodann |GF| =
V52 — 32 = 4. Der Strahlensatz liefert: % = % = 2 und somit |[PF| = %-4 =15 Dann
ist |GP| =4 — 10 =1
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Wir nennen die beiden Zahlen d und k£ und wéhlen d so, dass d ein Vielfaches von 13
ist. Dann ist d kein Quadrat, denn die kleinste Quadratzahl, die sich gleichzeitig durch 13
teilen lasst, ist 13 x 13 = 169. Also muss k eine Quadratzahl sein.

Wenn die Quersumme von d gleich 7 ist, dann ist d = 52. Wenn die Quersumme von k
gleich 7 ist, dann ist £ = 16 oder & = 25. Der Rest der Division durch 9 von 16, 25 und
52 ist ebenfalls 7 (und das ist kein Zufall). Da d + k durch 9 teilbar ist, sind 7 und 2 die
Reste der Division durch 9 von k und d (in beliebiger Reihenfolge).

Der Rest der Division durch 9 betragt fiir keine zweistellige Quadratzahl 2 (die Quersumme
miisst sonst 2 oder 11 sein). (Ubrigens kann der Rest bei der Division einer beliebigen
Quadratzahl durch 9 nur 0, 1, 4 oder 7 sein.) Also besitzt die Teilung von d durch 9 einen
Rest von 2. Hieraus folgt, dass d = 65. k ist dann entweder 16 oder 25. Die Antwort ist 65.

Fiir das Verbindungsstiick am mittleren Punkt gibt es 10 unterschiedliche Lagemoglichkeiten:
4 Moglichkeiten, bei denen der Mittelpunkt ein Endpunkt des Pfades ist; 2 Moglichkeiten
mit jeweils zwei gegeniiberliegenden Wegstiicken; 4 Moglichkeiten mit zwei Wegstiicken,
die im rechten Winkel aufeinander stehen.

4x 2x 4x

Daraufhin kénnen wir jeweils auf 2 Arten einen Pfad legen: Im Uhrzeigersinn



4x 2x 4x
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oder gegen den Uhrzeigersinn.
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Also gibt es insgesamt 2 x 10 = 20 Pfade.
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Wir nennen die Mittelpunkte der kleinen Kreise M7, My und Mjz, und die Beriihrpunkte
der kleinen Kreise mit der geraden Seite des Halbkreises P;, P, und P; (siehe folgende
Abbildung).

Ql Q3
M,y M, M;
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P P, Py

P, ist die Mitte der geraden Seite des Halbkreises und daher der Mittelpunkt des Kreises.
Der Beriihrpunkt von zwei kleinen Kreisen liegt auf einer Geraden durch die Mittelpunkte
der beiden Kreise. Daher liegt ()1 auf der Geraden durch P, und M; und der Radius |P,Q; |
des grofilen Halbkreises ist genauso groB, wie |PyM;| + |M;@Q)4|, wobei | - -| den Abstand
zwischen zwei Punkten angibt.

Wir bemerken, dass [M;Q;| = 1. Da Py P,MyM; ein Rechteck ist, konnen wir | P, M;| mit
dem Satz des Pythagoras ausrechnen:

P, M| = /[PoMo]? + [ Mo M2 = V12 + 22 = /5

Also |PQ,| = |PoMy| + |M1Q,| = /5 + 1.

Wir legen fest, dass n € {1,2,3,4,5,6}. Die Menge der 15 Dominosteine enthilt insgesamt
5 halbe Dominosteine mit n Augen. Hochstens 4 dieser halben Dominosteine kénnen an-
einander liegen. Die 5-te Hélfte kann nicht an einem weiteren Stein anliegen. Auflerdem
gibt es zwei halbe Dominosteine, die nicht an einem weiteren Stein anliegen. Dies sind die
beiden Enden unserer Reihe.




Daher gibt es moglicherweise zwei Werte von n € {1,2,3,4,5,6}, fiir die alle 5 halben
Dominosteine mit n Augen in unserer Reihe liegen. Um das Defizit zu minimieren, wéhlen
wir n = 5 und n = 6, sodass fiir alle n € {1,2,3,4} die Anzahl der halben Dominosteine
unserer Reihe mit n Augen hochstens 4 ist. Das Defizit betrégt in diesem Fall mindestens
10.

Ein Defizit von 10 ist tatséchlich méglich. Wir entfernen die beiden folgenden Dominostei-
ne.

Von den iibrigen 13 Dominosteinen formen die 7 Steine mit einer ungeraden Augenzahl
eine verbindende Reihe.

Die 6 {iberigen Dominosteine mit einer geraden Augenzahl formen 2 verbindende Reihen
mit jeweils 3 Dominosteinen. In beiden Reihen sind die zwei Enden gleich.

Diese beiden Reihen von jeweils 3 Dominosteinen konnen wir an das vordere und das
hintere Ende unserer 7-er Reihe héngen.

Wir konnen das Problem auch auf eine andere Art und Weise auffassen. Wir denken uns
die 6 moglichen halben Dominosteine als Punkte und verbinden jedes Paar von Punkten
mit einer Linie. Wir lassen jedoch die Verbindungslinien der beiden Paare aus, die mit den
zwei Dominosteinen iibereinstimmen, die wir nicht in unserer Reihe verbauen. Wir erhalten
einen sogenannten Graphen.

Das Auffinden einer Reihe mit dem Defizit 10 stimmt nun mit dem iiberein, was wir in der
Graphentheorie das Suchen nach einem FEulerkreis nennen.



Wir konnen auf 3 x 3 = 9 Arten eine Zeile r und eine Spalte k& unseres Gitters wihlen. Der
Schnitt der restlichen Zeilen mit den restlichen Spalten besteht dann aus vier Punkten,
welche die Eckpunkte eines Rechtecks bilden. Also lasst sich durch diese vier Punkte stets
ein Kreis legen.

SRR

Da ein Kreis keine drei Punkte einer Geraden enthalten kann, kommt nur der Schnitt von
Zeile r und Spalte k als fiinfter Punkt des Kreises in Frage. Es lasst sich leicht tiberpriifen,
dass auch dieser Punkt nicht auf dem Kreis liegen kann.

Es gibt insgesamt 9 der beschriebenen , Rechteckskreise”, welche neben den Eckpunkten
des Rechtecks keine weiteren Gitterpunkte enthalten.

Wir nehmen nun an, dass es einen Kreis gibt, der 4 oder mehr Gitterpunkte enthélt und von
allen oben beschriebenen Rechteckskreisen verschieden ist. Die Anzahl der Zeilen im Gitter
ist kleiner als 4. Daher gibt es eine Zeile r im Gitter, in der sich zwei Punkte befinden, die
im Kreis enthalten sind. Da ein Kreis keine drei Punkte einer Geraden enthélt, liegt der
dritte Punkt der Zeile r nicht auf dem Kreis. Diesen dritten Punkt betrachten wir nun als
den Schnitt von Zeile r mit Spalte k£ des Gitters.

Da unser Kreis verschieden von den beschriebenen Rechteckskreisen sein soll, gibt es nur
noch zwei Punkte die als dritter und vierter Punkt des Kreises in Frage kommen. Dies sind
die Punkte aus Spalte k, die nicht in Zeile r liegen. Einen fiinften Punkt gibt es nicht.
Wenn die beiden Kreispunkte aus Zeile r nebeneinander liegen, erhalten wir folgende 4
Moglichkeiten.



Wenn die Kreispunkte aus Zeile r nicht nebeneinander liegen, so erhalten wir folgenden
Kreis.

Die Anzahl der Kreise betriagt daher 9 +4 + 1 = 14.

Wir bezeichnen den gewéhlten Eckpunkt mit A und nennen die darauf folgenden Eckpunkte
gegen den Uhrzeigersinn By, Bs, B3, By, C, Dy, Dy, D3 und Djy.

D, Ds

Die Strecke AC verlauft durch den Mittelpunkt des Kreises und besitzt daher die Léange 2.
Ebenso verlaufen die Strecken B;D; fiir jedes ¢ durch den Mittelpunkt des Kreises. Daher
besitzt auch B;D; eine Lange von 2. Auflerdem handelt es sich bei dem Winkel D;AB; fiir
jedes i« um einen rechten Winkel.
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Wir bezeichnen mit | - - | den Abstand zwischen zwei Punkten. Da der Winkel D;AB; fiir
jedes @ 90 Grad betragt, gilt

4 4 4
Y JABP +|AC|+ ) |ADi|> = |[ACP + ) (ID:AP + |ABi*)

i=1 =1 =1

4

= [AC|* + > |D;Byf?
=1

=27 4+4.2°

Die gesuchte Antwort ist 20.
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Wir betrachten zunachst die 6 Schritte fiir die letzten 2 Ziffern.

HH0l] ~ L EE]

Die Abfolge dieser 6 Schritte (unabhéngig von den beiden iibrigen Schritten) kann auf 5
Arten gewihlt werden. Die dritte Ziffer wird jeweils direkt nach einer Erhohung der vierten
Ziffer erhoht, was genau 5 mal geschieht.

Zu dieser Abfolge von 6 Schritten konnen wir das erste Erhohen der ersten Ziffer hinzufiigen.
Wir erhalten eine Abfolge von 7 Schritten.

LI][lfo] ~ ACIAlE]

Das Hinzufiigen dieses 7-ten Schrittes kann auf 7 unterschiedliche Arten durchgefiihrt wer-
den. Wir nehmen nun an, dass die Erhohung der ersten Ziffer im p-ten von 7 Schritten
geschieht. Dann kann p einen Wert in {1, 2, 3,4, 5,6, 7} annehmen.

Zu der Abfolge von 7 Schritten konnen wir das zweite Erhohen der ersten Ziffer hinzufiigen.
Wir erhalten eine Abfolge von 8 Schritten.

I ][o)fo] ~ 2IC]AlE]

Das Hinzufiigen des 8-ten Schrittes kann auf 8 — p unterschiedliche Arten durchgefiihrt
werden. Die Wertemenge von 8 — p ist {7,6,5,4,3,2,1}. Also sind

(T+64+5+4+34+2+1)x5=28x5=140



Reihenfolgen fiir die 8 Schritte moglich. Die zweite Ziffer bleibt 0 und die Antwort lautet
140.

Wir nennen die vier Zahlen a, b, ¢ und d, und zwar so, dass a < b < ¢ < d. Da alle sechs
Ergebnisse unterschiedlich sind, gilt a < b < ¢ < d. Zudem gilt folgendes:

a+b=28 a+c=10 b+d=20 c+d=22
Also
2a+b+c=18 und b+ c+2d =42
Es folgt 2(d — a) = 42 — 18 = 24. Also ist d — a = 12 die Antwort.

Wir sehen auflerdem, dass
b+c=18 — 2a und a+d=12+ 2a

Da a + d entweder 14 oder 16 sein muss, ist a = 1 oder a = 2. Beides ist moglich und die
Summe b + ¢ ist entweder 16 oder 14.
Also hat Thomas entweder die Zahlen 1, 7, 9 und 13 oder die Zahlen 2, 6, 8 und 14

ausgewdhlt.

Wir wéhlen ein Koordinatensystem mit Einheiten von 1 km, Ursprung A, z-Achse AB und
y-Achse AD. Dann ist A = (0,0), B =(5,0), C = (5,5) und D = (0,5).

Boot Nummer 1 fahrt von Punkt (0, 0) nach Punkt (5,5). Boot Nummer 2 fdhrt von Punkt
(5,5) nach Punkt (0,5). In dem Moment, in dem sich Boot 1 am Punkt (z,z) befindet, ist
Boot 2 am Punkt (5 — z,5). Der Abstand zwischen den beiden Booten betrégt dann

V@ —(6-2)"+ (@ -5y

also miissen wir (z — (5 — :z:))2 + (2 — 5)? minimieren.

(z—(5- 91:))2 + (x — 5)% ldsst sich umformen zu
(22 —5)* + (z — 5)* = 42 — 207 + 25 + 2* — 10z + 25 = 52 — 30z + 50
Durch quadratische Ergénzung finden wir
52° — 30z + 25 = 5(z° — 6z + 10) =5(2° =62+ 9+ 1) =5((x —3)*+1) >5

Es ldsst sich nun erkennen, dass der minimale Abstand zwischen den beiden Booten fiir
x = 3 erreicht wird. In diesem Fall erhalten wir mit unserer Formel das Ergebnis 5. Die
Antwort betrigt dann v/5.

Ein weiterer Losungsweg funktioniert folgendermaflen. Gleichzeitig zu den Fahrten der
beiden Boote bewegen wir das Meer (mit den beiden Booten darauf) mit konstanter Ge-
schwindigkeit. Wir wéhlen die Geschwindigkeit so, dass sich das Boot, welches urspriinglich
von C nach D fuhr, nicht mehr bewegt.
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Boot 2 bleibt auf (5,5) = (5—x,5)+ (z,0). Daher beschreibt (x,0) den Vektor der Verlage-
rung des Meeres zu dem Zeitpunkt, an dem Boot 2 urspriinglich Position (5 —z,5) erreicht
hétte. Boot 1 befindet sich auf Position (z, )+ (z,0) = (2z, x) anstelle von Position (x, x)
und fahrt daher von A = (0,0) nach E = (10, 5).

Boot 1 besitzt dann den kiirzesten Abstand zu C, wenn es sich auf Position P befindet.
Aufgrund der Ahnlichkeit der Dreiecke AED und C'EP kann man folgern, dass der Abstand
zwischen C' und P /5 Kilometer betragt.

Wir bemerken, dass 9-a = (10-a — 1) — (a — 1) und definieren é = ¢y — 1. Dann ist
g < g <9. Es gllt
a—lzClcQC;g"'Cg—l:Clcg"‘Cgég

und
10-a—1=cicoc3---c9g0 — 1 = cico - - - cgCy9

Da ¢ < 9, muss die letzte Ziffer von a — 1 kleiner als die letzte Ziffer von 10-a — 1 sein. Da
1< < <--- < g < dy, ist die Ziffer, welche an i-ter Stelle vor der letzten Ziffer von
a — 1 steht, kleiner als die Ziffer, welche an i-ter Stelle vor der letzten Ziffer von 10-a — 1
steht. Dies gilt fiir alle ¢, fiir die die entsprechende Ziffer in a — 1 existiert.

Hieraus folgt, dass die Summe der Ziffern von 9-a = (10-a — 1) — (a — 1) genauso gro8
sein muss, wie die Summe der Ziffern von 10-a — 1 minus die Summe der Ziffern von a — 1.
Die Antwort lautet also

(Cl+62—|—"'+08+5g+9)—(C1+02+"‘+08+69) =9
Wegen 111111112 - 9 = 1000000008 gibt es auch eine Zahl mit dieser Quersumme.

Weitere Losung:
Die kleinste und die grofite derartiger Zahlen haben die Quersumme 9: 111111112 -9 =

1000000008, 188888889 - 9 = 1700000001.
Aber auch alle Zahlen dazwischen haben die Quersumme 9. Erhéht man unter Beachtung



der gegebenen Bedingungen eine Ziffer um 1 an der k-ten Stelle, so bedeutet die Multi-
plikation mit 9 der neuen Zahl die Addition von 9 - 109 — k) zur alten Zahl. Aufgrund
des hierbei auftretenden Ubertrags erniedrigt sich jetzt die k-te Stelle um 1, andererseits
erhoht sich die (k — 1)-Stelle um 1, d.h. die Quersumme bleibt gleich.

Wir legen fest, dass a die erste und b die letzte Ziffer von einer der gesuchten Zahlen ist.
Dann ist 100 - @ + b eine der Zahlen, die wir suchen, und 10 - @ + b ein Teiler hiervon. Wir
nennen den Quotienten der beiden Zahlen c. Es gilt

100-a+b

_— =

10-a+0b
Dann ist ¢ eine positive ganze Zahl, ¢ < 10 und

100-a+b=c(10-a+b)

Hieraus folgt, dass
100ca+b=c-10-a+c-b
und
(10—¢)-10-a=(c—1)-b (*)
Daa > 1, ist
(10—¢)-10< (c—1)-b< (c—1)-10
also 10 —c < ¢ —1 und 11 < 2¢. Da ¢ < 10, ist ¢ eine der Zahlen 6, 7, 8 und 9.
e Angenommen ¢ = 6. Dann folgt aus (*), dass 4-10-a=15-b, also a = 1 und b = 8.
e Angenommen ¢ = 7. Dann folgt aus (*) dass 3-10-a=6-b, also a = 1 und b = 5.
e Angenommen ¢ = 8. Dann folgt aus (*) dass 2-10-a = 7 - b, aber das ist nicht
moglich.
e Angenommen ¢ = 9. Dann folgt aus (*) dass 1-10-a =85, also a = 4 und b = 5.
Die Antwort lautet also 108 4+ 105 + 405 = 618.

Wir zerschneiden den Mantel des Kegels entlang der Geraden zwischen P und 7. Wenn wir
den Mantel nun auffalten, erhalten wir den Teil eines Kreises, ein sogenanntes Kuchenstiick.
Da unser Schnitt durch den Punkt P verlauft, besitzt unser Kuchenstiick nun zwei Punkte
P. Zur Unterscheidung nennen wir einen dieser Punkte P’.

T 4 P’
dl

S



Der Kreisbogen von P nach P’ gehort zu einem Kreis mit dem Radius 4 und die Lénge des
Bogenstiicks ist genauso grof}; wie der Umfang der Grundseite des Kegels mit Radius 1.
Dies ist ein Viertel des Umfangs eines Kreises mit Radius 4. Also muss unser Kuchenstiick
ein Viertel von einem Kreis mit Radius 4 sein.

Das Gummiband spannt nun eine Gerade von P nach P’. Da das Gummiband auch vor
dem Auffalten des Kegels so kurz wie moglich war, befand es sich auf der selben Position.
Dies gilt auch fiir den Punkt @, der nun genau zwischen P und P’ liegt. Es ist |TQ| =
|PQ| = VPP = 1V/42 + 42 = 2. /2. Dies war auch vor dem Auffalten des Kegelmantels

SO.

Wir definieren ¢ = b — a. Dann ist ¢ > 1 und
2015 = b — a® = (a + ¢)® — a® = 3a’c + 3ac® + ¢* = (3a® + 3ac + *)c

Wir schreiben ¢ in der Form ¢ = 3- ¢+ r, wobei ¢ der Quotient und r der Rest der Division
von ¢ und 3 ist. Wenn man 2015 durch 3 teilt, erhélt man einen Rest von 2. Daher muss
auch beim Teilen von (3a® +3ac+c?)c durch 3 ein Rest von 2 iibrig bleiben. Dies gilt genau
dann, wenn r = 2.

Wenn ¢ > 15, dann ist

2015 = (3a* + 3ac + ¢*)e > ¢* > 225-15 > 200 - 15 = 3000,

was einen Widerspruch liefert. Also ist ¢ < 14. Auflerdem muss ¢ ungerade sein, da auch
2015 ungerade ist. Wenn wir dies mit der Bedingung r = 2 kombinieren, erhalten wir ¢ = 5
oder ¢ = 11.

5 ist ein Teiler von 2015 und 2015 = 5-403. Es gilt 4-9 - 11 =4 - (100 — 1) = 400 — 4.
Hieran sehen wir, dass beim Teilen von 403 durch 11 ein Rest von 7 entsteht. Also ist 11
kein Teiler von 2015 und ¢ # 11. Es gilt daher ¢ = 5.

Wir miissen also eine positive ganze Zahl a finden, mit

3a% 4 15a + 25 = 403

oder 3a(a + 5) = 403 — 25 = 378. Also a(a + 5) = 126. Wenn a > 10, dann ist a(a + 5) >
10-15 = 150, was einen Widerspruch darstellt. Also a < 9. Aulerdem ist 126 teilbar durch
9. Es folgt a = 4 oder a = 9. Wir sehen, dass 4(4 + 5) = 36 < 126. Also gilt a = 9.
Tatséchlich gilt 9(9 4+ 5) = 126. Also ist a = 9 und b = a + ¢ = 9 + 5 = 14. Die Antwort
lautet a +b =9 + 14 = 23.

Weitere Losung:

Wegen 2015 = (3a®+3ac+c?) - ¢ ist ¢ ein Teiler von 2015 = 5-13-31. ¢ kann also hichstens
die Werte 1, 5 oder 13 annehmen, die gréfleren kommen - wie man sich leicht iiberlegen kann
- nicht in Betracht. Die obige Gleichung kann umgeformt werden zu a® + ac + % — %3 = 0.
Nur ¢ = 5 liefert (pg-Formel) fiir a die ganzzahligen Losungen a = 9 und a = —14. Mit
a=9istb=a+c=9+5=14 und somit a +b =9 + 14 = 23.



Wir bezeichnen die Gruppe der 5 SchiilerInnen Anja, Bert, Caro, Dirk und Emma mit G.
AuBlerdem nennen wir die Anzahl der Hiite in der Farbe, die am meisten vorkommt m.
Fiir jede Farbe gibt es zwei SchiilerInnen aus G, die die Farbe genauso oft sehen, wie eine
andere Farbe. Wenn es nur eine Farbe k gibt, die auf m Hiiten auftritt, so kénnen nur
SchiilerInnen mit einem Hut in Farbe k£ die Farbe k£ bei den anderen SchiilerInnen so oft
sehen, wie eine andere Farbe. Da nur eine Schiilerin bzw. ein Schiiler aus G die Farbe k
auf dem Hut hat, entsteht hier ein Widerspruch.

Es muss also zwei Farben geben, die jeweils auf m Hiiten auftreten. Alle anderen Farben
treten auf hochstens m Hiiten auf. Fiir jedes Paar von Farben fiir das gilt, dass eine
Schiilerin bzw. ein Schiiler genauso viele Hiite in der einen wie in der anderen Farbe sieht,
kann die Differenz zwischen den jeweiligen Gesamtzahlen der Hiite hochstens 1 sein. Die
Gesamtzahl aller Hiite betrdgt daher mindestens 2m + 2(m — 1) 4+ (m —2) = 5m — 4 (und
hochstens bm).

Emma sieht also mindestens 5m — 5 Hiite. Wenn Emma hochstens m — 1 blaue Hiite sieht,
sieht sie auch hochstens m — 1 rote Hiite. Insgesamt siecht Emma also hochstens 2m — 2
rote und blaue Hiite. Es gilt jedoch 2m — 2 < (5m 5). Dies ist ein Widerspruch. Emma,
sieht m blaue und daher auch m rote Hiite.

Emma sieht also insgesamt 4m Hiite und es gibt 4m + 1 Schiilerinnen in der Klasse. Weiter
oben haben wir bereits gesehen, dass mindestens 5m — 4 Schiilerinnen in der Klasse sein
miissen. Also gilt 5m —4 < 4m + 1, bzw. m < 5. Die Anzahl der Schiilerinnen hat also die
Form 4m + 1 und betrédgt hochstens 4 x 5+ 1 = 21. Da die Anzahl der Schiilerinnen nicht
1, 5,9, 13 oder 17 sein kann, muss 21 die richtige Antwort sein.

Die Verteilung der 21 Hiite sieht wie folgt aus.
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Ohne die letzte Bedingung sind auch die Antworten 17, 13, 9 und 5 méglich.
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