Muster und Folgen
Maria Nelles

Folgen kénnen als spezielle Funktionen mit dem Definitionsbereich M aufgefasst werden. Mit
Folgen lassen sich iterative Prozesse beschreiben. Typische Beispiele sind Wachstumsprozesse, bei
denen sich eine GroRe von Jahr zu Jahr dndert oder die Entwicklung bestimmter Zahlenmuster von
Stufe zu Stufe. Das Thema kann bereits in der Klasse 5/6 auf im Sinne eines binnendifferenzierenden
und begabungsférdernden Unterrichts auf verschiedenen Abstraktionsniveaus behandelt werden.
Grundlegende Begriffe der Analysis werden so exemplarisch vorbereitet.

Festlegung und Darstellung von Folgen:
Explizite Festlegung: Das n-te Folgenglied kann direkt mit einer Formel berechnet werden.
a,=f(mn) zB. a,=2n+1, n=0

Rekursive Festlegung: Das n-te Folgeglied kann aus dem vorhergehenden mit Hilfe der
Rekursionsformel berechnet werden. Der Startwert muss angegeben werden.

a, = g(ay_1) z.B. a,=a,_41+2, n=>1, Startwertay =1

Folgen lassen sich in Tabellen und Graphen darstellen.

Definition Folgenkonvergenz:

Eine Folge (a,) heiBt konvergent gegen einen Grenzwert a € R, falls folgendes gilt:
V e0 3ngeN V n=ng |a,—al<e

Nicht konvergente Folgen heifen divergent.

Konkrete Konvergenzaussagen beruhen auf der Vollstandigkeit von R und der Unbeschranktheit
von N. Aquivalent dazu ist die Existenz von Grenzwerten monotoner und beschrinkter Folgen.

Geogebra eignet sich besonders wegen der vernetzenden Nutzung von Algebraansicht,
Tabellenansicht und Graphikansicht als Werkzeug zum entdeckenden Lernen.

Ubung 1 Muster und Folgen Geogebra

Konstruieren Sie ein Geogebra Arbeitsblatt zum Thema Anzahl der Diagonalen im 4-, 5-,....n-Eck.
Damit die Vielecke libersichtlich auf dem Zeichenblatt angeordnet sind, konstruieren Sie zundchst die
Punkte Aund B: z.B. A=(-2,0). Dann erzeugen Sie mit Hilfe von: Vieleck[Punkt, Punkt, Anzahl der
Ecken] die verschiedenen Vielecke in einer (ibersichtlichen Position auf dem Zeichenblatt. Die Anzahl
der Ecken und der Diagonalen in der Tabellenansicht eingetragen werden. Fiigen Sie nun
verschiedene Aufgabenstellungen mit Kontrollkdstchen zum Ein-und Ausblenden verschiedener
Aufgabenstellungen ein. Geben Sie zunachst einen Text flir Aufgabe 1 ein. Wenn Sie das Icon
»Kontrollkdstchen um Objekte anzuzeigen” auswahlen, 6ffnet sich ein Fenster, in dem Sie das
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anzuzeigende Objekt also z.B. Text1 auswahlen kdnnen. Ein Beispiel fiir ein Geogebra Arbeitsblatt
finden Sie unter Diagonalen im Neuneck.ggb.

9

¥ Aufgabel A =] C
Konstruiere die Diagonalen im 4- 5-....9- Eckind trage die Anzahl der Diagonalen in der vorbereiteten Ta 1 | | |
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Einuabe:l

Bei der Konstruktion des folgenden GeoGebra Arbeitsblattes ist zu beachten, dass man bereits
konstruierte Punkte spater umbenennen muss, wenn in der Tabellenansicht derselbe Buchstabe
benutzt wird. Experimentieren Sie mit den unten angegebenen mathematischen Aktivitaten.
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Das fertige Geogbra Arbeitsblatt finden Sie unter: Folge Quadrate.ggb
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Mathematische Aktivitaten:
7 Funktionswerte fiir Seitenlangen Umfang, Fldcheninhalt in der Tabellenansicht eintragen 12
Funktionsgleichung und rekursive Folgendarstellungen ermitteln 13
Analyse spezieller Folgeneigenschaften: 14
Monotonie, Beschranktheit, Konvergenz mit Hilfe der Funltionsgraphen 15
16
.| dazu Punkte in der Tabellenansicht markieren, rechte Maustaste, Liste von Punkten erzeugen
Funktionsaleichung in der Einghezeile eingehen 17
18

Loésungen zu Ubung 1 Diagonalen im n-Eck:
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Anzahl der Diagonalen [Bearbsiter]

nin—43)
Dier Anzahl o der Dinganaien in einem »~Eck, alao in einem Vieleck mit der Eckenzahl n, befragt f — \ _J

Denin jeide der »Ecken wird mit (- 3) Ecken durch eine Disgonale varbunden (racht mit sich selbst und nicke ma den beiden Nachbarecker). Durch den Nenmer (Deasor) 20
der Formel wird berdcksichtar, dazs mit deser Befrachiung bel einem vollstandigen Umlsut Goer slle Eckpunite jede Diagonale Tweimal srzeugt wikde

Drawads ergbt sich e die Eckenzahl 3 bis 25
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Bei elnem konvexen Potygon hegen sle Diagonalen volstineig innerhall des Potygons, bes elnem konksven Pahygon mindestens sins Disgonale komplett suierhal,
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Ubung 2 Muster und Folgen Unterrichtspraxis

Untersuchen Sie die folgenden Muster z.B. unter folgenden Aspekten:

(1
(2
(3

) rekursive Festlegung, explizite Festlegung, Monotonie, Beschranktheit
)

)
(4) Welche Muster fiihren auf arithmetische, geometrische Folgen?
)

)

)

Flr welche Folgen kann man eine Funktionsgleichung finden?
Gibt es Folgen, die man rekursiv, aber nicht explizit darstellen kann? Warum ist das so?

(5
(6
(7

Welche Zahlenmuster fiihren zu Summenfolgen (Reihen)?
Welche Muster fiihren auf beschrankte Folgen?

Beweisen Sie die Summenformel fiir die geometrische Reihe 1 + q + C[2 +--qt =
n+1

174 ,indem Sie zuerstden Term (1 — q) (1 + g + g% + -++ q™) berechnen.

1-q

Losung: Kaballo, Einfiihrung in die Analysis S.11
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! http://de.wikipedia.org/wiki/Diagonale %28Geometrie%29
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Rechteckzahlen

Entwerfen Sie Muster flir arithmetische Folgen!

Baummuster

Geogebra kann hier als Werkzeug sehr hilfreich sein. In der Tabellenansicht kénnen verschiedene
Folgen tabellarisch dargestellt werden, dann ldsst sich mit Hilfe des Kontextmends eine Liste von
Punkten erzeugen, die dann in der Graphikansicht graphisch dargestellt werden. Funktionale
Zusammenhange lassen sich nun durch Eingabe konkreter Funktionsgleichungen priifen und

O Q Q

visualisieren. Siehe Beispiele: Dreieckszahlen.ggb folge-arithmetisch1.ggb folge-geometrisch2.ggb

Ubung 3 Muster und Folgen rationales Argumentieren

Wegen der Konvergenz monotoner und beschrankter Folgen sind Abschatzungen ein
bereichsspezifisches mathematisches Werkzeug bei der Untersuchung von Folgen. Dies soll am
Beispiel der beiden Folgen

n

1 =1
hHZZE und sn=zﬁ
k=1

k=1

konkretisiert werden. Offenbar sind beide Folgen streng monoton wachsend. Anhand von
graphischen Darstellungen |aBt sich nicht entscheiden, ob h,, beschrankt oder unbeschrankt ist. Hier
ist also rationales Argumentieren erforderlich!
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Beweisen Sie den fogenden Satz: 2 Fiiralle ne N gilt die Abschatzung:

n
1
Sn=2ﬁ < 2
k=1

Die Beweisteile sind nicht richtig angeordnet. Finden Sie die richtige Reihenfolge:

1. Ein Trick hilft beim Abschatzen.
2. Dies ist eine , Teleskop Summe®“, die durch Umklammern vereinfacht werden kann.
3. Sp=
1
4, =1+1-=
n
1 1 1 1
5. =14ttt —
6. <2
1 1 1 1 1 1 1 1
e N G R R R R R Cor ity
8. Sl4+—4—4—+ —
21 32 43 n-(n-1)
1 1 1 1 1 1 1 1
0. <1+(;-3)+(G-3)+G-3)++(5-3)

10. Furallen e M gilt:
s i ()= (Y- ()
Losung: Kaballo, Einfihrung in die Analysis 1 S.33
Auch der Beweis des folgenden Satzes erfordert einen Trick! Beweisen Sie nun

Firn,me ™ undn = 2™ gilt:

Tipp: Schreiben Sie die Nenner der einzelnen Summanden als Potenz mit der Basis 2 und fassen Sie
die Summanden geschickt zusammen, so dass die Teilsummen mit % abgeschatzt werden kénnen.

Lésung zur Abschatzung der harmonischen Reihe h,, siehe Folgeseite:

2 Vgl. W. Kaballo, Einfiihrung in die Analysis | , 2000 Dortmund
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h —1+1+(1+1)+ +( ! + +1)+ +1
no 2 \3 4 2m=141 "7 om) Ty

S 14i4o4 . 2440
21+ +o+ . ot

—14+2
- 2

2
Da I unbeschrankt ist, ist h,, also unbeschrankt. s, konvergiert gegen % (Euler).
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